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Série 4 — Applications linéaires, noyeau et image

Exercice 1. Monrtrer que les applications suivantes NE sont PAS linéaires

f; : R — R donnée par f;(x) = x3;

fy: R2 = R donnée par fy(x,y) =x+y+1;

f3: R® = R? donnée par f3(x,y,z) = (x +y,z+ 1);

f, : R* — R3 donnée par f4(x,y,z,t) = (x +y,z,et);

£, Ry[X] — Ry[X] donnée par f5(P) = P(1)P(2)X + P(3)P(4)X2

Exercice 2. Montrer aue les applications suivantes sont linéaires. Caleuler le
Noyeau, 'ivmaae ainsi Que le rana et la Nullité de chacune dentre elles.

f; : R?® — R donnée par fi(x,y,z) = x + 2y;

fy : R® — R donnée par fy(x,y,z) = Tx + 2y + 7;

f3: R® — R? donnée par f3(x,y,z) = (x +y,0);

fy: R* = R?® donnée par fu(x,y,z,t) = (x +y,x,t + 2);

f5 1 Ry[X] = Ry[X] donnée par ay + a1 X + asX? + asX? 4+ a, X! — aoX + a1 X?;

fe : Ry[X] = R4[X] donnée par f;(P) = P’ ou P’ est le polynSme derivé.

Exercice 3. Etarlir si les espaces vectoriels suivants sont isomorphes
R; et Ry(X];

Cs et Gy[X];

R?2 et I1={(x,y,z) € R¥x+4y +z = 0};

R? et lin({X, X* X" +2) Cc R;[X];

R? et lin({X*, X7 +2) C Ry»[X];

C conmme espace vectioriel sur C et C comme espace vectoriel sur R;
C comme espace vectioriel sur R et R? comme espace vectoriel sur R;
R3 et Ker(f3) ou f; est donnée dans I'exercice 2-;

R3 et Ker(fs) ou f5 est donnée dans I'exercice 2.

Exercice 4. Soit M(2,R) lensemrle de matrices réelles 2 x 2.
[ Montrer aue M(2,R) est un espace vectoriel.
2. Caleuler sa dimension.

3. Montrer @ue pour tout A € M(2,R) I'application fa : M(2,R) — M(2,R) définie
par X — AX est linéare.

4. Déterminer Ker(fa) et Ran(fa).



Exercice 5. On considére I'application D définie par
C%(R) > f— f” € C(R).

[ Montrer aque D est linéaire.
2. Déterminer Ker(D) et Ran(D).

Exercice 6. Soit E 'ensemple des solutions de 'éauation différentielle
. 2 _
X+ wx =0.

[ Montrer que E est un sous-espace de I'espace vectoriel réel C(R).

2. Montrer aue I'spplication f Qui 3 (a,b) € R? associe la solution satisfaisant les
conditions initiales x(0) = a et x(0) = b est linéaire.

3. Déterminer la matrice de f relativement a Ia rase canoniQue de R? et 3 la Base
{cos(wt), sin(wt)} de E.

4. Déterminer Ker(f) et Ran(f).



