Jeudi 3 septembre 2015 11 Primitives et EDO

Fonctions rafionnelles
[ Définition Fonction rationnelle
Soit N(x) et D(x) deux polyndmes de degré respectivement v et §. Toute fonction du type P(x) =
rationnelle.
* Siv =0 ondit que P est une fraction rationnelle impropre.
* Siv < ondit que P est une fraction rationnelle propre.

N

Do estdite fraction

®Propriété
Soit N et D deux polynémes de degré respectivement v et § et P(x) = ggx; une fraction rationnelle impropre (i.e. v = §).
Alors, en effectuant la division euclidienne de N par D, on peut réécrire P comme

P(x)=Q(x)+ Q
D(x)

R(x)

Dy €stune fraction rationnelle

ol Q est un polynéme de degré v — 9§ et R un polynome de degré au plus 6 — 1, ainsi
propre.

On en déduit que

N(x) R(x)

Lintégration de Q étant triviale, on conclut que la difficulté de I'intégration d'une fraction rationnelle se réduit a I'intégra-

tion d’une fraction rationnelle propre.

®Propriété

Si g((")) est une fraction rationnelle propre et si D posséde

* k racines réelles a; chacune de multiplicité my et

* h couples de racines complexes conjuguées qui sont racines du polynéme x? + by, x + dj, chacune de multiplicité n,
(ainsi A = bi —4dy, < 0 pour tout h),

alors D s’écrit

D) =c(x—a)™x—ax)™...(x—ap)™ (% +bix+d) " (% + box+dp)™ ... (x° + bpx + dp)™

et Zx D( ) se décompose en fractions simples sous la forme

R(x) A Ay A1 m,
D) x-a (x-a)?  (x—apm
+ ﬂ + —AZ’Z + .. —A2,m1
x—az (x—a)? (x—ap)™
+ ...+
. Ag,1 N Ak,2 L Ay
x—ai (x—ag)? (x — ag)™
B1,1x+C1_1 B1,2x+C1,2 Bl,n1x+C1,nl
x2+b1x+d1 (x2+b1x+d1)2 (x2+b1x+d1)"1
By1x+Cop Brsx+Cop . By, x + CZ,nz
x2+b2x+d2 (x2+b2x+d2)2 (x2+b2x+d2)”2
RS
Bp1x+Cp, Bpax+Cpp e Bh,nhx+Ch,,,h
x2+bhx+dh (x2+bhx+dh)2 (x2+bhx+dh)”k

oules A; j, B; j et C; j sont des constantes.
Pour intégrer une fraction rationnelle il suffit alors de connaitre les primitives des quatre fractions simples suivantes :

Bx+C fa) = Bx+C
x2+bx+d’ YT bx+dr”

A A
fl(x)=m, fz(x)=m, )=

@®Propriété Inrégration des fractions simples
Supposons

x A B,C,a,b,deR
* neN,n>1
* A=b?>-4d <0

(© G. FACCANONI — 2014-2015 265



Jeudi 3 septembre 2015

11 Primitives et EDO
alors
1. la primitive de f;(x) = A ~ est
A
f— dx = Aln|x — al + cnst;
2. la primitive de f>(x) = = a)" est
f A A
= + cnst;
(x—a 1-nx-ar!

3. la primitive de f3(x) = xzﬁ’;ﬁ - est

f Bx+C dx—f Bx+C

xX2+bx+d a b2 b2
(x+8) +(a-5) x+b=yJa-Ey

266

( —%21,‘—%)+C dx = T
¢—f e,
f 2t c B
T2 1+z‘2 /4 b2f1+t2

- B3 2
arctan(f) + cnst

——1n|1+t |+
b2
-7
b 2
(x+z) C-B2 x+2
———— | + cnst;

B
= Eln 1+ |t —arctan -
d=7 | Ja-% V-2

4. la primitive de f;(x) = % est
Bx+C 2x+Db
dx+|C-— f—
f(x2+bx+d)” /(x2+bx+d)” ( 2) x2+bx+d)
L
avec
;B 1
T2 0w bx+d)n T
1
= dx
2 f(x2+bx+d)" x+§: d_%zt
2\27 1 _ p?
(d—b—)2 f 1 dar dx=+/d- 7 dt
4 1+ t3)n
—_—
In
et I'intégrale I" se calcule par récurrence
n_ t 2n-3

T2n-1)(A+ )1 * 2(n-1)

Comme A = 4% —4 x 5 < 0 il s'agit d’un intégrale du type

4 Exemple
1. On veut intégrer la fraction rationnelle propre f(x) = x2 x4x+,
f xzﬁxbtc(i—d dx. Le dénominateur se décompose comme X2 —4x+5=(x-22%+1etl intégrale s’écrit

(t+2)-3 lf 2t f 1
) dx = = | ———dt=- dt— | ——dt
ff(x f(x 2)2+1 241 2) 2+1 2+1

1 .
arctan(t) +cnst = 3 In((x+ 2)2 +1) —arctan(x —2) + cnst

:71 1+1%) -
2n( )

= 3xL 0On doit d’abord la décomposer en fractions simples; comme

2. On veut intégrer la fraction rationnelle propre f(x) Poar
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—4x=x(x% —4) = x(x—2)(x +2) la fonction admet la décomposition

3x+1 Al Ao N Az
x(x— 2)(x+2) X xX—-2 x+2

fx)=

Pour calculer les constantes A; on peut utiliser le principe d’identité des polynomes :

A1 +Ar+A3=0

3x+l  AI(x-2)(x+2)+ Apx(x+2)+ A3x(x-2) _ (4 +Ap+ A3)x2 + (242 —2A3)x —4A;
— (2A2—-2A3=3
x(x— 2)(x+2) xX(x=2)(x+2) xX(x-2)(x+2)
—-4A1 =1
ainsi 111 5 1 5 7
ff(x) dx:——f— dx — —f ——dx=- —ln|x|——lnlx—2|+—ln|x+2|+c.
4) x 8 X+ 2
3. Onveut intégrer la fraction rationnelle impropre f(x) = % On effectue d’abord la division euclidienne
3x3 +2x -5 3x%-5x-2
-3x%  +5x%  +2x X+ %
5x2 +4x -5
5x2 4Py +10
37 5
3L 73
5 b Fx-3
ainsi f(x) =x+ 3 + W Maintenant on décompose le terme I sros €N fractions simples : on a 3x% —5x—2 = (x +

3)(x —2)eton d01t chercher les deux constantes Aj et Ay telles que

37 5
3*"3 A1 N Ap

3x2-5x-2 X+ x-2

En utilisant le principe d’identité des polynomes on a

3
3x2-5x-2 3x2-5x—2 3x2-5x-2

x-8  AG- 2)+Ag(x+3) (A1 +Ap)x—2A1+ &2 (:){A1+A2=§

On conclut que
52/63 207/63 2 5 52 1| 207
ff(x)dx / +— + dx=—+-x+—In|x+ - |+ —Inlx-2|+c.
x+lox-2 2 3763 3|7 63

4. Onveutintégrer la fraction rationnelle propre f(x) = %. On doit d’abord la décomposer en fraction simples ; comme

X -x2-5x-3= (x=3)(x+ 1)2 la fonction f admet la décomposition

Al A2,1 Az
+

flx)= A
B Tl (x+1)2°

On détermine les constantes en utilisant le principe d’identité des polynémes

x—4 _ Al,l(x+1)2+A2_1(x—3)(x+1)+A2,2(x—3)
x3-x2-5x-3 x3-x2-5x-3

A 1+A21=0
> {2A1,1-2A21+ A2 =1
A1,1=3A21-3A2p =~

(A1 + A DX+ (2A11 —2A2 1 + Ap2)x + A1 —3A21 —3Az,
x3—-x2-5x-3

On conclut que
-1/16 1/16 -5/4

x-3 x+1 (x+1)?

flo=
et

1 1 5
ff(x) dx=——In|x-3|+ =In|x+1|- —+c¢
16 16 4(x+1)
2
5. On veut intégrer la fraction rationnelle propre f(x) = m Comme A =4 -20<0, lafonction f se décompose comme

Bix+C Box+Co
x2-2x+5 (x2-2x+5)2"

fx)=

On détermine les constantes en utilisant le principe d’identité des polynomes
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B1 =0
12 Bix+C  Byx+Cp _ Bix’+(C1-2B)x*+ (581 —2C1 +By)x+5C1 + Gy [ C1-2B1=1
(x2-2x+5)2  x2-2x+5 (x2-2x+5)2 (x2 —2x +5)2 5B] —2C1+By =C
5C1+Cor=2
On obtient alors que
1 2x-3
(x)dx:f dx+f dx
ff x2-2x+5 (x2 —2x+5)2
Il Ig
* On calcule I7 :
fxz 2x+5 f(x 1)2+4 x—1=2t
dx=2dt
Y
2J 2+1
1 1 1 1 x—
:—f dr = — arctan(¢) + ¢ = — arctan| — | + ¢;
2) 1+1¢2 2 2 2
* On calcule I :
2x-3 B 2x—2 f B 1
(x2-2x+5)2 ) (x2-2x+5)2 (x2-2x+5)2  x2-2x+5 (x2 —2x+5)2
B 1 1 B 1
X2 -2x+5 (x-1)2+4)2  x2-2x+5 8J (12+1)2
! 1(1 ! +1f ! dt) ! 1( ! +actan(t))
- _—(= - - _2 r
x2-2x+5 8\21+r2 2J 1+ x2-2x+5 16\1+¢2
1 1 ( 2(x-1) (x—l)) x+7 1 (x—l)
=- - — +arctan | —— +¢=—-——F———— —arctan|——| +c.
x2-2x+5 16(x2-2x+5 2 8(x2-2x+5) 16 2

On conclut que

7 x-1 xX+7
ff(x) dx = —arctan(—) -——+c
16 2 8(x2—2x+5)
6. On veut intégrer la fraction rationnelle propre f(x) = m qui se décompose comme

A1 A1 A1 Bix+Cp Byx+(C
(x )——+—+— .
! ¥ X X2+l (2412

On détermine les constantes en utilisant le principe d’identité des polynomes

1 Al A A3 Bijx+Cy Bax+0(Co
B2 x 2 B 24l a2r12
(A1 + B8+ (A + CXO + (A1 + A3 + By + Bo)x* + (242 + C + Co) x> + (A1 +2A3)x% + (Ap)x + (A3)
- x3(x2+1)2

A1+B1 =0

Ar+C1 =0
2A1+A3+B1+B2=0
— {24A2+C1+Cr =0

A1 +2A3=0
Ar=0
Az=1

On obtient alors que

X 1 1 2x
de=-2| —dx+ dx + + dx=—-2In|x|- — +1 2+1+—f—dx
jf(X) f f fx2+1 f(x2+1)2 njxd 2x2 nje”+1| 2) (x2+1)2

2x
——21n|x|——+1n|x +1|——
2x? 202+

(5

Intégrales définies

¢ Théoreme fondamentale du calcul différentiel et intégral
Soit f une fonction continue sur [a; b] et F une primitive de f sur [a; b]. Alors

1. ladérivée de g(x) = f; f(#) dt existe et est égale a f(x);

2

2. [P f(t)dt=Fb)-F(a).
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